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МОДЕЛЮВАННЯ ЕЛЕКТРОМЕХАНІЧНИХ ХАРАКТЕРИСТИК
ТЯГОВИХ ЕЛЕКТРИЧНИХ ДВИГУНІВ РУХОМОГО СКЛАДУ

Мета. Метою наукового дослідження є розробка методики моделювання електромеханічних характерис-
тик тягових електричних двигунів постійного та пульсуючого струму тягового рухомого складу магістраль-
ного та промислового залізничного транспорту. Математичне моделювання електромеханічних характерис-
тик тягових електричних машин необхідна умова для проведення тягових розрахунків та дослідження пере-
хідних процесів в тягових електроприводах рухомого складу аналітичними методами. На даний час є ряд на-
укових робіт, в яких зазвичай розглядаються графоаналітичні методи тягових розрахунків, які обмежують
існуючи методи оптимізації режимів руху поїздів. У зв'язку з викладеним вище, можна зробити висновок, що
дослідження, спрямовані на моделювання електромеханічних характеристик тягових електричних машин по-
стійного та пульсуючого струму є актуальними. Методи. Методологічною основою наукового дослідження є
загальні теоретичні положення та принципи системного підходу теоретичної електротехніки, теорії електри-
чних машин та перетворювачів. Обґрунтування методики визначення коефіцієнтів апроксимуючих залежно-
сті питомої електрорухомої сили тягового двигуна від струму збудження виконано з використанням принци-
пів та методів теорії електричних ланцюгів, теорії електричних та магнітних машин, відомих методів матема-
тичного аналізу. В якості критерію коректності апроксимації обраний мінімум середнього квадратичного ві-
дхилення моделі від оригінальної характеристики. Результати. В результаті проведеного аналізу доведено,
що зі всіх відомих аналітичних виразів, за допомогою яких може виконуватися моделювання кривої намагні-
чування тягових електричних двигунів, найкраще наближення дає вираз у вигляді функції арктангенсу. При
моделюванні електромеханічних характеристик реальних тягових електричних двигунів електровозів відно-
сне відхилення від реальних швидкісних характеристик не перевищує два відсотки, що менше, ніж допустиме
відхилення частоти обертання тягових електромашин від його номінального значення. При використання за-
пропонованої методики можливе визначення коефіцієнтів апроксимації у рівняннях, що моделюють електро-
механічні характеристики тягових електричних двигунів, за типовими параметрами тягової електромашини,
без використання самих характеристик. Наукова новизна. Запропоновано зручну та ефективну методику ви-
значення коефіцієнтів апроксимації магнітної характеристики тягових електричних двигунів постійного та
пульсуючого струму, яка відрізняється тим, що  дозволяє виконувати математичне моделювання електроме-
ханічних характеристик тягових електричних двигунів лише за їх типовими параметрами. Практична значи-
мість. Запропонована методика визначення коефіцієнтів апроксимації магнітної та відповідних електромеха-
нічних характеристик може бути використана при виконанні тягових розрахунків аналітичним методом, при
проведенні аналізу перехідних електромеханічних процесів в тягових електричних двигунах, а також для ви-
бору раціональних параметрів систем автоматичного керування тяговим електроприводом.

Ключові слова: тягові електромашини, моделювання, магнітна характеристика, коефіцієнт магнітного на-
сичення, апроксимація, середнє квадратичне відхилення.

Вступ

Моделювання електромеханічні характерис-
тик тягових електричних двигунів (ТЕД) вико-
нується за допомогою аналітичних виразів, що
описують криві намагнічування електричних
машин. Саме залежність магнітного потоку тя-
гової електромашини від струму збудження при
заданих номінальних параметрах ТЕД визначає
його електромеханічні характеристики:

залежності швидкості та сили тяги, приведених
до ободу колеса, від струму якоря. У свою чергу,
ці залежності визначають і тягові характерис-
тики.

Постановка завдання дослідження

Відомий цілий ряд досліджень, присвячених
пошуку оптимальних аналітичних виразів, що
описують криві намагнічування електричних



33

машин, у тому числі – тягових електродвигунів
постійного та пульсуючого струму.

Такий аналітичний вираз з одного боку пови-
нен можливо точно описувати залежність магні-
тного потоку електромашини від м. р. с. її обмо-
тки збудження (струму збудження), а з іншого
боку – бути досить простим і легко диференці-
йованим.

Таким вимогам, на думку багатьох дослідни-
ків, найбільш повно відповідає функція арктан-
генсу [1, с. 14-18]. Для практичних розрахунків
найбільш зручним є опис кривої намагнічування
електромашини у вигляді залежності питомої
е. р. с. обертання від струму збудження:

 e f I , (1)

де е – питома е. р. с. обертання якоря;
І – струм збудження електромашини.

Ee 


,

де Е – е. р. с. обертання якоря електромашини;
ω – кутова швидкість обертання якоря.
Аналітичний вираз залежності е(І) може бути

представлено у вигляді:

 arctge A BI , (2)

де А і В – постійні коефіцієнти.
У практиці тягового електромашинобуду-

вання досить широко використовується універ-
сальна магнітна характеристика, що досить то-
чно описує криві намагнічування електродвигу-
нів тягового рухомого складу [2, с. 44-48]. Ві-
домі і дослідження, присвячені аналітичному
опису даної універсальної характеристики
[3, с. 44-49]. Найбільш поверхневий аналіз пока-
зує, що вираз (2) описує універсальну магнітну
характеристику з достатньою точністю лише в
середній її частині. У пропорційній зоні та зоні
насичення застосування виразу (2) дає певну по-
милку. Асимптота арктангенса горизонтальна, а
крива універсальної магнітної характеристики в
зоні насичення є похилою лінією.

Проте необхідно відзначити, що реальні ти-
пові швидкісні характеристики тягових двигунів
[4, с. 37-39] дають розрахункові наведені магні-
тні характеристики, в достатній степені відмінні
від універсальної характеристики (±3 %). Врахо-
вуючи той факт, що допустимі відхилення для
реальних магнітних характеристик у годинному
режимі становлять ±3 % [5, с. 3-12; 6, с. 58-64],
їх опис виразом (2) у зоні робочого діапазону
зміни струму є задовільним.

Матеріал і результати досліджень

Розглянемо властивості функції (2), як ви-
разу для опису магнітної характеристики, пред-
ставивши її у вигляді:

arctgAe BI , (3)

де A
ee
A

 .

Графік функції (2) наведено на рис. 1 у вигляді
кривої  Ae f BI  (лінія 1).

Рис. 1. Характер залежності arctgAe BI

Припустимо, що точка S відповідає годин-
ному режиму (І=Ігод), для якого еА=еАгод. Тоді ко-
ефіцієнт насичення тягової електромашини, що
відповідає годинному режиму, буде дорівню-
вати:

год
нгод

BI
K

BI
 , (4)

де ВІδ – параметр ВІ, що відповідає падінню ма-
гнітної напруги в повітряному зазорі.

Пряма 2 відповідає залежності питомої
е. р. с. від падіння магнітної напруги в повітря-
ному зазорі електромашини. З властивостей фу-
нкції арктангенса [1, с. 14-18] пряма 2, що є до-
тичною до кривої 1 в точці еА(0), описується рі-
внянням:

Ae BI , (5)

а кути її нахилу до осей координат рівні 45.
Тоді вираз для коефіцієнта насичення Кнгод може
бути перетворено до вигляду:

год
нгод

год

tg A

A

e
K

e
 , (6)

де еАгод – параметр еА, відповідний годинному
струму (рис. 1).

Таким чином, коефіцієнт насичення Кнгод,
відповідний годинному режиму, визначає пара-
метр еАгод, а за відомої питомої годинної е. р. с.
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обертання егод і сам коефіцієнт А у виразі (2) ви-
значається за формулою:

год

годA

e
A

e
 . (7)

Значення егод може бути виражено через ти-
пові параметри тягової електромашини у ви-
гляді:

н год
год

год

U I R
e

 



, (8)

де Uн – номінальна напруга;
Ігод, ωгод – годинні струм та кутова швидкість

відповідно;
R – сумарний опір обмоток електромашини.
Як буде показано нижче, вирази (6) і (7) мо-

жуть бути використані для грубої оцінки пара-
метра А у спрощених розрахунках, що вимага-
ють аналітичний опис магнітних характеристик
тягових електромашин за відомим коефіцієнтом
магнітного насичення Кнгод.

Коефіцієнт В при відомих значеннях А і егод
може бути визначений як

год

год

tg Ae
B

I
 . (9)

Для моделювання електромеханічних харак-
теристик тягових електродвигунів необхідні їх
реальні магнітні характеристики. Вважатимемо
відомими типові швидкісні характеристики тя-
гових двигунів ω=f(І), номінальну напругуUн  та
сумарний опір їх обмоток R. Тоді стає несклад-
ним отримання реальної магнітної характерис-
тики у вигляді е=f(І). Необхідно відзначити, що
типові швидкісні характеристики, отримані в ре-
зультаті кваліфікаційних випробувань тягових
електромашин, представлені у вигляді кінцевого
числа дискретних точок [7, с. 119-126] і є усере-
дненими для даної серії електромашини.

Відомий цілий ряд методів визначення кое-
фіцієнтів А і В. Аналіз найбільш очевидних з них
наведено в роботі [8, с. 29-31]. Найбільш зруч-
ним способом визначення коефіцієнтів А і В у
даній роботі визнано такий, що графічно пред-
ставлений на рис. 2. Шукані параметри апрокси-
муючої функції (2) знаходяться з умови прохо-
дження кривої е(І) через задану точку S при ма-
ксимальному збігу шуканої кривої 2 з реальною
кривою намагнічування 1 на заданому відрізку
зміни струму [І1; І2]. В якості критерію корект-
ності апроксимації може бути обраний мінімум
середнього квадратичного відхилення значень
моделі залежності е(І) від оригіналу [1, с. 14-18].

В якості точки S при заданому способі апро-
ксимації має сенс вибирати режим, відповідний
годинному струму [1, с. 14-18,2, с. 44-48], тобто
ІS=Ігод.

Рис. 2. Принцип визначення коефіцієнтів А і В

Коефіцієнти А і В у цьому випадку визнача-
ються методом підбору з урахуванням вико-
нання умов:

 arctg ;
min,

S Se A BI  



(10)

де σ – середньоквадратична похибка.
Вибір відрізка [І1; І2], на якому розрахову-

ється параметр σ, здійснюється з урахуванням
очікуваного діапазону зміни струму І та цілей
моделювання магнітної характеристики.

У табл. 1 наведено результати розрахунку
універсальної залежності еАгод= f(Кнгод), проведе-
ного з використанням універсальної магнітної
характеристики тягових електромашин
[2, с. 44-48] з урахуванням виконання умов:

 0 0Ф arctg ;
min,

S SA B F  



(11)

де ФS і FS – координати точки S (у відносних
одиницях) на універсальній магнітній характе-
ристиці [2, с. 44-48], відповідні обраному коефі-
цієнту насичення Кнгод [9, с. 160-163; 10, с. 143-
157] годинного режиму;

А0 і В0 – коефіцієнти апроксимації універса-
льної магнітної характеристики.

Таблиця  1
Результати розрахунку залежності еАгод= f(Кнгод)

Кнгод 1,67 1,79 1,91 2,04 2,15 2,27 2,49

еАгод 1,16 1,2 1,23 1,25 1,26 1,28 1,3

При цьому параметр еАгод розглядається як ві-
дношення

год
год

0

ФS
Ae

A
 , (12)
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де ФSгод – магнітний потік (у відносних одини-
цях), що відповідає годинному режиму.

Сам годинний режим (положення точки S)
задавався значенням коефіцієнта магнітного на-
сичення Кнгод. Графічно універсальна залежність
еАгод= f(Кнгод) представлена на рис. 3.

Рис. 3. Універсальна залежність еАгод= f(Кнгод)

Дана універсальна залежність дозволяє ви-
значити коефіцієнти апроксимації А і В у рів-
нянні (2) за викладеною вище методикою з ви-
користанням лише типових параметрів тягової
електромашини і значення коефіцієнта наси-
чення в годинному режимі [8, с. 29-31].

Алгоритм визначення коефіцієнтів апрокси-
мації А і В наведено на рис. 4.

Рис. 4. Алгоритм визначення коефіцієнтів
апроксимації А і В

Блок 1 призначений для визначення параме-
тра еАгод за значенням коефіцієнта магнітного на-
сичення ТЕД у годинному режимі Кнгод. У
блоці  2 виконується розрахунок кутової швид-
кості ТЕД у годинному режимі за його типовими
параметрами. Кутова швидкість розраховується
за значеннями: годинної швидкості vгод, діаме-
тра колеса Dк і передавального відношення

тягового редуктора . У блоці 3 виконується ро-
зрахунок питомої е. р. с. тягового двигуна в го-
динному режимі егод. Розрахунок егод викону-
ється з використанням значення год і типових
параметрів ТЕД (номінальної напруги Uн, го-
динного струму Ігод і опору обмоток R).

У блоці 4 проводиться визначення коефіціє-
нта апроксимації А за відомими значеннями па-
раметрів еАгод і егод. У блоці 5 за значеннями па-
раметрів егод і Ігод визначається коефіцієнт В.

Для виконання тягових розрахунків і моде-
лювання електромагнітних процесів у тяговому
електроприводі необхідні аналітичні залежності
швидкості та сили тяги на ободі колеса від
струму якоря ТЕД. Ці залежності визначаються
магнітною характеристикою ТЕД і такими пара-
метрами тягового приводу як діаметр колеса і
передавальне відношення тягового редуктора.

Для моделювання електромеханічних харак-
теристик тягових електромашин за допомогою
магнітної характеристики е = f(Ів) можуть бути
використані вирази:

U I R
e
 


v

v ; (13)

кд 3,6F e I v , (14)

де v – швидкість руху, км/год;
U – напруга на тяговому електродвигуні;
І – сила струму якоря;
R – опор обмоток тягового електродвигуна;
Fкд – дотична сила тяги на ободі колеса;
еv – питома е. р. с., приведена до швидкості

руху.
Залежність еv = f(Ів) може бути представлена

у вигляді:

 вarctge A BIv v , (15)

де Аv – коефіцієнт апроксимації для залежності
еv(Ів).

Вираз для визначення коефіцієнта Аv може
бути знайдено з умови:

E e e    v v , (16)

де Е – е. р. с. тягового електродвигуна.
Швидкість руху v пов'язана з кутовою швид-

кістю тягового електродвигуна  виразом:

1,8 D 



v , (17)

де D – діаметр колеса;
 – передавальне відношення тягового реду-

ктора.
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Підставивши у (16) вирази для апроксимації
залежностей еv(Ів) і е(І), після перетворень отри-
маємо:

A A  v v . (18)

Об'єднавши (17) і (18) після перетворень
отримаємо вираз для коефіцієнта Аv у вигляді:

1,8
A A

D


 v . (19)

В табл. 2 наведені результати розрахунку
електромеханічних характеристик тягового
двигуна ДТК-820 з використанням виразів (9,
10, 13, 15, 19). Коефіцієнти апроксимації А і В
визначені для цього тягового двигуна за
алгоритмом, що наведено на рис. 4. Номінальні
дані тягового двигуна ДТК-820:

Uн = 1000 В;

Ігод = 870 А;

vгод = 49,9 км/год;

R = 0,0314 Ом.

При розрахунках отримані такі значення
коеффіцієнтів апроксимації:

В = 0,00238;

А = 9,018 В с;

Аv  = 17,42 В год/км.

Таблиця  2
Результати моделювання електромеханічних
характеристик тягового двигуна ДТК-820

I, A vмод, км/год vреал, км/год Похибка, %

255 104,40 105,22 0,79

357 80,59 81,79 1,47

427 71,38 72,35 1,35

506 64,36 64,54 0,29

657 56,12 55,70 -0,75

810 51,22 50,98 -0,46

870 49,82 49,90 0,17

1100 45,96 46,75 1,70

1326 43,53 43,88 0,80

1551 41,81 41,22 -1,42

На рис. 5 графічно наведено кривую
залежності v = f(I) для тягового двигуна
ДТК-820, отриману в результаті моделювання.
Окремими точками на рисунку показано
значення швидкості, що відповідають

значенням струму тягового двигуна ДТК-820 за
його швидкісної характеристики. Як видно з
табл. 2 та рис. 5 похибка моделювання не
перевищує 2 %. Таке значення похибки навідь
менше, ніж допустиме відхилення частоти
обертання тягових електромашин від
номінального значення (3 %).

Рис. 5. Швидкісна характеристика тягового двигуна
ДТК-820

Висновки

1. Зі всіх відомих аналітичних виразів, за до-
помогою яких може виконуватися моделювання
характеристики намагнічування тягових елект-
ричних двигунів, найкраще наближення дає ви-
раз у вигляді функції арктангенсу.

2. При моделюванні електромеханічних ха-
рактеристик реальних тягових електричних дви-
гунів електровозів відносне відхилення від реа-
льних швидкісних характеристик не перевищує
2 %, що менше, ніж допустиме відхилення
частоти обертання тягових електромашин від
його номінального значення.

3. При використанні запропонованої мето-
дики моделювання можливе визначення коефі-
цієнтів апроксимації електромеханічних харак-
теристик без використання самих характерис-
тик, лише за типовими параметрами тягового
електричного двигуна.
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А. AFANASOV, A. SKACHKOV, S. KONCHANIN

MODELING OF ELECTROMECHANICAL CHARACTERISTICS OF
TRACTION ELECTRIC MOTORS OF ROLLING STOCK

Purpose. The purpose of the scientific research is to develop a methodology for modeling the electromechanical
characteristics of traction electric motors of direct and pulsating current of traction rolling stock of main and industrial
railway transport. Mathematical modeling of the electromechanical characteristics of traction electric machines is a
necessary condition for conducting traction calculations and studying transient processes in traction electric drives of
rolling stock by analytical methods. Currently, there are a number of scientific works that usually consider graph-
analytical methods of traction calculations, which limit existing methods for optimizing train movement modes. In
connection with the above, it can be concluded that research aimed at modeling the electromechanical characteristics
of traction electric machines of direct and pulsating current is relevant. Methodology. The methodological basis of
the scientific research is the general theoretical provisions and principles of the system approach of theoretical
electrical engineering, the theory of electric machines and converters. The justification of the method for determining
the coefficients approximating the dependence of the specific electromotive force of a traction motor on the excitation
current was carried out using the principles and methods of the theory of electric circuits, the theory of electric and
magnetic machines, and known methods of mathematical analysis. The minimum mean square deviation of the model
from the original characteristic was chosen as the criterion for the correctness of the approximation. Findings. As a
result of the analysis, it was proven that of all the known analytical expressions by which the magnetization curve of
traction electric motors can be simulated, the best approximation is given by an expression in the form of an arctangent
function. When simulating the electromechanical characteristics of real traction electric motors of electric
locomotives, the relative deviation from the real speed characteristics does not exceed two percent, which is less than
the permissible deviation of the rotational speed of traction electric machines from its nominal value. When using the
proposed method, it is possible to determine the approximation coefficients in the equations that model the
electromechanical characteristics of traction electric motors, using the typical parameters of the traction electric
machine, without using the characteristics themselves. Originality. A convenient and effective method for
determining the approximation coefficients of the magnetic characteristic of traction electric motors of direct and
pulsating current has been proposed, which differs in that it allows mathematical modeling of the electromechanical
characteristics of traction electric motors only using their typical parameters. Practical value. The proposed method
for determining the approximation coefficients of the magnetic and corresponding electromechanical characteristics
can be used when performing traction calculations by the analytical method, when analyzing transient
electromechanical processes in traction electric motors, and also for selecting rational parameters of automatic control
systems for traction electric drives.

Keywords: traction electric machines, modeling, magnetic characteristic, magnetic saturation coefficient,
approximation, root mean square deviation.


